Regresszio szamitasa
A regresszié mas néven a gorbe illesztési feladatok kozé tartozik. Ilyen modszert hasznalunk, ha a
fliggetlen valtoz6 (egy, vagy tobb) feltételezésiink szerint kapcsolatban all a fiiggé valtozd
értékével. A matematikai statisztika altalaban a folytonos fiiggvények halmazan értelmezi az efféle

miiveleteket. A fizika tantargy oktatdsanal ennél fontosabbnak tartjuk annak feltételezését, hogy a
fliggetlen és a fiiggd valtozo kozott fizikai torvénnyel megmagyarazhaté ok-okozati kapcsolat van.

Megforditva a kérdést: ismeretlen 0Osszefiiggést vizsgalva regresszios szamitas segitségével
kiséreljiik meg megkeresni, hogy vajon létezik-e, és milyen kapcsolat a mérési eredményeink
kozott. Ez a modszer tévutakra is vezethet, ugyanis esetleg 6sszefiiggést mutat ki olyan valtozok
kozott, ami szakmai szempontbol helytelen. Ilyen lehet, ha diszkrét értékekre kiséreliink meg
folytonos fiiggvényt illeszteni. Ilyen lehet, ha egy 0sszefiiggést fizikai torvény alapjan le lehet irni,
de nem talsagosan jol, és létezik ugyan a vizsgalt jelenségre jobb illeszkedés is, de az a fizikai
torvényeknek ellentmondé 6sszefiiggés.

Az els6éves fizika oktatasandl arra helyezziik a sulyt, hogy a hallgatok tanuljdk meg a méréseket
elvégezni, és eredményeiket szakszerlien kiértékelni. Ehhez engedményeket kell tenniink,
els6sorban a tulsdgosan kevés mérési adat miatt, masrészt a hallgatdink tapasztalansaga miatt.
Példaul ilyenek a kdvetkezd esetek.

Sodium-chloride solution at 20 Celsius
y =0,0358x + 1003,3
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amount of substance concentration, mol/m3

Az abra kozepén a piros pont az eloszlas sulypontjat jelzi. Baloldalt a hig oldatok tartomanyaban
kisebb a slirliség (kék kocka) a regresszid (fekete vonal) altal jelzett értéknél, a sulypontnal
nagyobb; utana elég jol illeszkedik, a telitett oldatnal is (5408 mol/m3) de ismét kisebb a tiszta
kristalyos natrium-kloridnal (7746 mol/m®). A konfidencia sdvot a sziikségesnél szélesebbre
rajzoltuk. A tengelymetszetnek a tiszta viz stirliségét kellene adnia (997 kg/m?3) az 1003,3 helyett.



Az oldatok osszetételi aranya és siirlisége kozott linedris kapcsolatot feltételeziink. Ez azzal jar,
hogy elhanyagoljuk a komponensek kozti kdlcsonhatast, amely valtozé értékii, ha eltér6 dsszetételi
aranyokat vizsgalunk. Ilyen jelenség a molaris térfogatcsokkenés, Vy. Kiilonosképp, ha ionos
oldatot hasznalunk (natrium-klorid).

A répacukor torésmutatdja és az 6sszetételi arany mérésénél elég szokvanyosak a rendszeres hibak.
Ilyen példaul az, hogy nem tavolitottak el az el6z6 oldatot a miiszerrdl, s emiatt a kovetkez6 oldat
Osszetétele mar megvaltozik. A pipetta pontatlan hasznalata miatt az el6z6leg mért oldat egy kis
része belekeriil a kovetkez6 oldatba, emiatt a kdvetkez6 hallgatéi csoport mar nem az el6zéleg
pontosan kimért oldatbdl végez mérést. A szamitds eredménye tartalmaz ugyan hibat, de az
Osszefliggés szemléltetését és szamitasat gyakorolni lehet ezzel az egyszer(sitett modszerrel.
(Hasonlo hibak jelentkeznek a feliileti fesziiltség és a viszkozitas mérésénél, de ezekhez nem kérjiik
a regresszios szamitast.)

A hig oldatok fagyascsokkenését hallgatdink nem tudjak mérni. Ehhez ugyanis csaknem végtelen
higitasu oldatokat kellene mérniink. Tapasztalataink szerint ehhez az els6évesek felkésziiltsége — és
a rendelkezésre allo eszk6zok — nem elégségesek. Ezért a méréseket olyan oldatokkal végezziik,
amelyek mesze nem tekinthet6ek hig oldatnak, az eredmények azonban lehet6vé teszik a
kiértékeléssel kapcsolatos szamitasok gyakorlasat. Példaképpen: a répacukor fagyasi gorbéje az
eutektikus pontig legfeljebb minusz kilenc fokot adhat eredménytil. Ezeket az adatokat a hallgaték
sokszor a viz fagyaspontja feletti értéknek mérték, plusz négy-o6t-hat fokot, s ez képtelenség. A
konyhasooldat fagyasi gorbéjét mérve ugyanekkora hibat kapnak, azonban a sé eutektikus pontja
sokkal alacsonyabb: minusz 21 fok. Tapasztalatok szerint — csak példaképpen — a minusz tizenot
fokos fagyaspontu oldatokat minusz nyolc-tiz fokosnak szoktdk mérni. Ez is tartalmaz ugyan mérési
hibat, de a fizikai térvényekkel szoges ellentétben nem 4&ll. Hiszen fagyaspontcsokkenésre
szamitottunk, és az is tortént.

Hasonloképpen a viz forrdsi nyomdsa és homérséklete kozotti kapcsolat mérésekor az
atmoszférikus nyomasra vonatkoztatva szaz fok helyett a hallgatok altalaban 98,5 fokot szoktak
mérni. Ismerjilk ennek az okat: a pontos méréshez ki kellene zarnunk a levegd jelenlétét, ami
bonyolultabb felszerelést és hosszabb id6t feltételez. Ez nem all rendelkezésre. Ezért a
nyomasmérordl az 6ssznyomast olvassuk le, és igy szamolunk vele, mintha ez volna a vizgoz
parcialis nyomasa. A szamitas tartalmaz ugyan hibat, de az effajta szamitdsok elvégzéséhez
modellként hasznalhato.

Az elektromos és termikus jelenségek 0sszefiiggésének mérésénél (termisztor és termoelem) esetén
leginkabb a felhasznalt miiszerek méréshatara, vagy nem kielégitd felbontéképessége (skalaosztas)
okoz mérési hibat. A mérési eredményeken ennek ellenére gyakorolni lehet a kiértékelés
mobdszereit. Természetesen gyakoroltathatnank a hiba feltardsanak mddszereit is. Ez azonban
meghaladja az els6éves oktatas lehetGségeit; ilyen mérésekre csak harmadévben nyilik lehetdség.
Ez a Méréselmélet tantargy tematikajaba tartozik.

A regresszilés szamitasok fajtai
* Linearis regresszio
*  Gorbeillesztés

» Tobbvaltozos regresszio



Az els6éves fizika tantargy a gorbeillesztés problémajat ugy oldja meg, hogy a megfeleld
transzformaciok elvégzése utan olyan értékkészlethez jutunk, amelyrdl a fizikai torvényszeriségek
ismeretében feltételezhetjiik, hogy az linearis, tehat a hallgatoknak csak a linedris regresszios
szamitasok menetével kell tisztaban lenniiik.

Tobb mérési gyakorlat hasonl6 matematikai modellre épiil. Ez az Arrhenius egyenlet.

Az Arrhenius egyenletet eredetileg kémiai reakciosebességek leirasara dolgoztak ki. A huszadik
szazadban ismerték fel, hogy vannak olyan fizikai jelenségek, amelyek hasonld egyenletekkel
fejezhet6ek ki. Ezeknél a fiiggetlen valtoz6 a h6mérséklet reciprok értéke, a fiiggd valtozo viszont
az exponencialis egyenlet kitevGjébe, annak is a nevezdjébe keriil. Ezzel a jelenséggel
talalkozhatnak els6éveseink a viszkozitasi mérésnél; a forraspont és a termisztor mérésénél.

Az értékkészleten a fiiggvénytranszformaci6 elvégzése utan alkalmazhatéva vélik a linearis
regresszios szamitasi modszer.

Ehhez tablazatba rendezziik a mérési eredményeket. Az 6sszetartozod x és y azonos indexet viselnek
(a képletekben i betiit). Legyen a a meredekség jele és b a tengelymetszeté. n a mérések szama.

Az eljaras teljes képletei:
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Lathatd, hogy ismétlod6 kifejezések talalhatéak a fenti képletekben, méghozza ezeknek van
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megjelenitésre érdemes jelentésiik, els6ként XZEZ X, y:—z y; a két valtozd atlaga.
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A kovariancia a  valtozoknak az  atlaguktél  valé  eltéréseiknek  szorzata:
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értékeket kiszamitani. A korrelacios egyiitthaté: r= A regresszios egyiitthato (vagyis az
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egyenes meredeksége): a=r—L (itt most a szords szerepel, nem a négyzete). A regresszio
S

X
ellentéte kiszamithat6 a két szoras cseréjével. Ez a forditott regresszios egyenes meredeksége; ahol
a fligg6 és fiiggetlen valtozé helyet cserél. A fizikdban ennek nincs jelent6sége, azért, mert az okot
és az okozatot nem cserélhetjiik fel egymassal.

Végiil a tengelymetszet mas modon is kifejezhet6: b=y—Xxa



Szamitasi példak

Szamitasok a séoldatok siirliségének példajaval.

Példak az EXCEL felhasznalasaval. Kézépen a négyzete siir(iség témegkoncentracid

mért adatok lathat6ak, mellettiik ezek négyzete. kg/m> ke/m3
Az also6 sorban a sorozat értékeinek dsszege 1024144 1012 20 400
szerepel. 1081600 1040 63 3969
Példaul a siiriségmérések dsszege 6582 kg/m3, 1144900 1070 100 10000
a hozzajuk tartozo értékek négyzetének 1254400 1120 180 32400
bsszege 7243044 (kg/m? )2 1345600 1160 250 62500
1392400 1180 256 65536
Tekintettel arra, hogy a slirliségnek is és a 7243044 6582 869 174805

tomegkoncentracionak is a gorog ré betl a jele,
itt ettdl eltériink: a slirliség most az y (B3:B8), a tomegkoncentracio6 pedig az x (C3:C8) jelet kapja.
Az atlagok egyszerlien szamithatdak (a mértékegység jelolését most elhagyjuk): |2VARNN:{0)2

869

x=282_ 1097 =ATLAG(b3:b8) =1097, y:T:148,83 =ATLAG(C3:C8)=144,83

Ezt az adatpart az eloszlas sulypontjanak nevezziik. Ertékének a regresszio estén kozvetlen értelme
nincs. Laboratériumi mérésnél végeredményként jeldlni téves és hibas!

A variancia és a szoras hasonl6 sorrendben:
=VAR(B3:B8)=4518, =SZORAS(B3:B8)=62,22 (s(irtiség)
=VAR(C3:C8)=9788,8, =SZORAS(C3:C8)=98,94 (tomegkoncentraci6) |34 HiN:{e)?

sr(iség eltérés  témegkoncentraci6 A kovariancia szamitasahoz széthiiztuk a

kg/m? kg/m3 tablazatot. Mindkét valtozdé mellett ott all az
1012 -85 20 -124,833 10610,83 atlagtol vald eltérése (az atlag a legalsé sorba
1040 -57 63 -81,8333  4664,5 Keriilt). Az oszlopok betiijele balrél-jobbra A, B,
1070 -27 100 -44,8333  1210,5 C, D, E. Az E oszlopba Keriilt a véltozéknak
1120 23 180 35,16667 808,8333 paronként az atlagtol valo eltérésének szorzata.
1160 63 250 105,1667  6625,5 (sszegiiket elosztjuk a szabadsagi fokkal, ez
1180 83 256 111,1667 9226,833 keriilt az E9 cellaba: =SZUM(E3:E8)/5=6629,4
1097 144,8333 6629,4

Ellendrizziik; az EXCEL ezt 6nalldan is ki tudja
szamitani ezt: =KOVARIANCIA.M(A3:A8;C3:C8) = 6629,4 (a KOVARIANCIA.S fiiggvény az
értékek darabszamaval szamol, a KOVARIANCIA.M viszont a szabadsagi fokkal)

A kovariancia értékének ismertében szamithatjuk a korrelacios egyiitthatot:
=6629,4/(62,22*98,94) = 0,9968

A korrelacios egyiitthat négyzetét determinacios egyiitthatonak nevezik: 0,99682 = 0,9937
Most mar csak egy 1épés a regresszios egyiitthato, a =0,9968*62,22/98,94=0,6772

Nem szabad elfelejteni, ennek van mértékegysége. Ezt igy kapjuk, hogy a fligg6 valtozo
mértékegységét elosztjuk a fiiggetlen valtozo mértékegységével, jelenleg kg/m3 / kg/m3 =1.

A tengelymetszet értékének szamitdsa: b=y—Xxa szamértékekkel:



b= 1097-144,83%0,6772=998,914 | JvAW.\:{0):
Ennek mértékegysége is van, hiszen a siirliséget abrazoltuk: kg/m?3

Most mar megtekinthetjiik, hogyan abrazolja ezt az EXCEL. Fiiggetlen valtoz6: a tomeg-
koncentracio, fliggd valtozo: az oldat siirlisége. Kiilon kérésre egyenest is illeszt, és adatait rairja az
abrara (itt: meredekség, tengelymetszet, alul pedig a determinacios egyiitthato).

Natrium-klorid oldat
1200
1180 °
y=0,6772x + 998,91 -
1160 RZ=0,9937
1140
1120
1100
1080
,
1060 _
1040 /o/
1020
1000 /./
980 |
0 50 100 150 200 250 300

A szamunkra sziikséges adatokat tobb kiilénb6z6 mddon ki lehet szamitani. Feltételezve, hogy a
fligg6 valtozo a B oszlopban van, a fiiggetlen valtozo6 a C oszlopban, a meredekség:
=MEREDEKSEG(B3:B8;C3:C8)=0,67723, a tengelymetszet:

=METSZ(B3:B8;C3:C8)=998,914

Tovabbi lehetdséget kinal a linearis illesztés. Ehhez tombképletet kell beirnunk a kovetkez6képp. A
mi esetiinkben egyvaltozos regressziot szamitunk, ezért elég kijelolni egy olyan teriiletet, amely két
oszlopbdl és 6t sorbdl 4ll. frjuk be a parancssort: =LIN.ILL(B3:B8;C3:C8;IGAZ;IGAZ), de ekkor
még ne nyomjuk meg az ENTER billenty(it! Ugyeljiink a valtozok kozti pontosvesszére. Az elsd
logikai valtozo, amelyet beirtunk (IGAZ), azt jelzi, hogy sziikségiink van a tengelymetszet értékére.
A masodik azt jelenti, hogy a statisztikai adatokat is kérjiik. Csak, ha mindez megvan, akkor
nyomjuk meg egyszerre a shift-control-enter billenty(iket. Ez a tombképet beirasanak madja.

0,677232 998,9143 Az elsé sor tartalmazza a meredekség és a
0.026912 4 593563 tengelymetszet értékét.

0,993723 5,953904 A masodik sorban all e két adatnak a
633.254 4 szorasa. Példaul a meredekség értéke:

0,677232+0,026912; a tengelymetszet
22448,2 141,7959 gake: 998,9143+4,593563 (bizony,
eszerint nem lehetiink biztosak abban, hogy az egyenes a tiszta viz slirliségének értékéhez iranyul).

A harmadik sorban all a determinacids egyiitthatd, mellette a fiigg6 valtozo szorasa.

A negyedik sorban az F-proba, valamint a szabadsagi fok értékét latjuk.



Az 6tédik sor tartalmazza a szamitott és a mért értékek eltérésének négyzetdsszegét. Az elsé a
szoraselemzés értelmezése szerint az, amelyet a linearis regresszi6 megmagyaraz (ssreg), a masik
az, amelyet nem magyaraz meg — tehat a hiba (ssresid, reziduum, mas néven maradék).

Szamitas az Analysis Toolpak segitségével
OSSZESITO TABLA

legresszios statsztka
r értéke 0,996857
r-négyzet 0,993723
Korrigaltr 0,992154
Standard | 5,953904
Megfgyele 6

VARIANCIAANALIZIS

df SS MS F ignifkancidja
Regresszic 1 22448,2 22448,2 633,254 1,48E-05
Maradék 4 141,7959 35,44897
Osszesen 5 22590

Koeffiiensekandard hit térték p-érték Also 95% Fels6é 95%
Tengelym 998,9143 4,593563 217,4596 2,68E-09 986,1605 1011,668
tomegkon 0,677232 0,026912 25,16454 1,48E-05 0,602512 0,751952

A téblazat tébb részének magyardzata megtaldlhat6 a szérdselemzés cimii fejezetben. Itt most a
kovetkezOkre figyeljiink: a Regressziora vonatkoz6 SS értéke sokkal nagyobb, mint a Maradék
(reziduum). Ez azt jelenti, hogy a linearis regresszids kozelités rendkiviil jol illeszkedik. A két
utols6 sorban all, ami benniinket érdekel, a Tengelymetszet; alatta a tdmegkoncentrdcio kifejezés a
regresszios egyenes meredekségére utal. A standard hiba az egyszeres szorasra vonatkozik.
Mindkettore kiszamitottak a Student T-proba értékét is és a hozza tartozd valdszinliséget. Tole
jobbra a 95%-o0s valdsziniiségi szinthez tartozé konfidencia intervallum lathat6. Ennek értelmében a
tengelymetszet 95% valdszinliséggel becsiilhet6, hogy a 986,1605 és az 1011,668 tartomanyba esik;

a meredekség 95% valdszinliséggel becsiilhetd, hogy a 0,602512 és a 0,751952 kozé esik.

A regresszids egyenestdl vald eltérés

Ez az eltérés a konfidencia sav szélessége. E16z6 abrankon sziikségteleniil szélesre rajzoltuk, hogy
ne takarja el a mérési adatok pontjait (azon az abran az anyagmennyiség-koncentracio a fiiggetlen
valtozo). Ezuttal a valdban hasznalatos értékét szamitjuk ki. A fent leirt modon szamitjuk a
regresszids egyenes adatait, majd valamennyi fiiggetlen valtozohoz kiszamitjuk azt az értéket,
amelyet a regresszios kozelitésbdl kaptunk, és Osszehasonlitjuk a valdsagosan mért eredménnyel.
Az els6 mért pont példaul 1012, a szamitott érték: =$B$9*C3+$B$10=1012,459 (a C3 celldban a
tomegkoncentracio értéke all, 20 kg/m?

Szamadatokkal. 0,677232x20+998,9143=1012,459


http://fizika3.bc.szie.hu/jegyzet/szoraselemzes.pdf

Szamitjuk valamennyi eltérés négyzetét, majd azok dsszegét. Az els6 adatnal példaul: =(B3-A3)?
numerikusan: (1012-1012,459)? = 0,21058

Ezeket az eltéréseket 6sszegezziik, elosztjuk a szabadsagi fokkal, majd kiszamitjuk a
négyzetgyokét. A szamitas tokéletesen megfelel a korrigalt empirikus széras folyamatanak.

=GYOK((SZUM(D3:D8)/4))=5,953904 — tessék megfigyelni, a LIN.ILL tdblazatdban ugyanezt az
értéket latjuk a harmadik sorban. Most mar magyarazattal is szolgalhatunk. A mért és szamitott
adatok kozotti négyzetes eltérés értéke az egész adathalmazra vonatkozoan ennyi. Ekkora a
konfidencia sav szélessége, ha az egyszeres szérassal szamolunk. A gyakorlatban inkabb a szoras
haromszorosat vessziik; ha az adatok normal eloszlast kovetnének, a szignifikancia szint 95% lenne.
Tehat az adatok egy olyan savban volnanak, amelynél a stir(iség-értékek nem térnének el a szamitott
értéktdl jobban, mint 3x5,953904 =17,86171 kg/m?3 (nézziik meg a kiinduld adatok tablazatat: egyik
eltérés sem ekkora).

Szamitasi lehet6ségek mas szoftver felhasznalasaval

Mas egyéb szoftver természetesen mashogy oldja meg ugyanazokat a feladatokat. Mi most
megkeressiik a fenti mintapéldak megfelel6it a SCILAB program alkalmazasaval.

filename = fullfile( 'sooldat.txt');

rr= csvRead(filename,";" ); // eztttal a mezGelvalsztd a pntosvesszd
//sorok és oszlopok mérete

nr = size(rr, "r")

nc = size(rr, "c")

// sur = slirliség, osz = dsszetételi arany (aktualisan tomegkoncentracio)
sur = rr(:,1)

osz = 11(:,2)

msur= mean(su) //mean = atlag

mosz= mean(0sz)

9.9
T

nsur = size(sur,”r”) //mumber = elemek szama
nosz=size(0sz,”r”)

C = cov( sur, 0sz)

C =

4518. 6629.4

6629.4 9788.9667

Mint latjuk, a beépitett kovariancia fiiggvény a variancidkat és a covariancidkat irja ki —
pontosabban: egy kovariancia matrixot. Természetesen az egyik valtozonak a masikra
vonatkoztatott kovarianciaja egyenld az ellenkez6jével (masiknak az egyikre)

A korrelacios egyiitthato kdzvetleniil is kiszamithato:



rho = correl (sur, 0sz)
rho =
0.9968566

Természetesen a determindcids egyiitthato is kiszamithat6. A det nem hasznalhatd,, mert az a
determindns; a SCILAB egyik fliggvényének a neve

determ = correl (sur, 0sz)/\?

determ =

0.9937231

A korrelacios egyiitthatohoz vessziik a C matrixnak akar az 1,2, akér a 2,1 index{i tagjat:
rhoo = C(1,2)/(sosz*ssur)

rhoo =

0.9968566

Természetesen van regresszios fliggvénye is a SCILABnek. Sajnos, azonban a hasznéalatdhoz nem
oszlopvektorok, hanem sorvektorok sziikségesek. A madtrix transzponaldst hivjuk segitségiil. Ehhez
az aposztrof jelet kell beirnunk a véltozo azonosit6ja mellé. Példaul az eredeti oszlopvektor:

0Sz =
20.
63.
100.
180.
250.
256.
Most felcseréljiik az oszlopokat sorokra:
osz'
ans =
20. 63. 100. 180. 250. 256.
Vagy beirhatjuk kozvetleniil a transzponalt vektort a regresszié képletébe:
[a, b, sig] = reglin (osz', sur')
sig =
4.8613422
b =
998.91425

a:



0.6772318
s ime, megvan a szignifikancia szint, a tengelymetszet és a meredekség is.

Megjegyzés: a kovariancia matrix, mas néven szordsmdtrix négyzetes elrendezésli és rendezett
formaban tartalmazza az atlagtol val6 eltéréseket

b= X xR =7) A= (xR 5)
xyx=§<y,—y><x,—>—<> wgul—y)(y,—y)

C= [ A )ny] (matrixként rendezett formaban)

Ayx A}’)'

1180
1160+
s . . 1140

Az abrat meg is nézhetjiik. Pontok:
1120+

lot(osz, sur, 'db','Linewidth’,3

plot(osz, sur, 'db, 3) @ 1100+
regreszios egyenes: :5 1080
plot(osz, am*osz+b,'r','Linewidth’,3) 1060

"o L s 1040
xlabel("tdmegkoncentracio",

'Fontsize',4) 1020
1000

ylabel("s{iriség",'Fontsize',4)

tomegkoncentracié
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