Széraselemezés

A szérasok tulajdonsagainak vizsgalata nem fordul el6 az els6éves fizikaban. Ezt a fejezetet csak az
ismeretek bovitése érdekében hoztuk létre. Hozzajarul ehhez az is, hogy a kozreadott
mintajegyz6konyv tartalmaz erre valo utalasokat.

Nem kovetjilk a megszokott format; nem az elején kezdjiik, hanem mindjart megmutatjuk a
végeredményt. Ezzel ugyanis érthet6vé valik a dolog hasznossaga, és nagyobb figyelemmel olvassa
a hallgato.

Van tehat egy mérésiink, amelynek minden eleme azonos; csak egy kiilonbség van koztiik: a kisérlet
végz6 személy harom eltérd miikodési elvii miiszerrel is elvégezte a mérést. Lassuk tehat: ha van
méreési bizonytalansaga ezeknek a méréseknek, az abbol szarmazik-e, hogy mas miiszerrel mérték!

A feladatot két valtozatban dolgoztuk fel. A két valtozat kozott egyetlen kiillonbség van: a mérési
adatok egyikét gyanusnak talaltuk. Ezért végeztiink egy szamitast tigy, hogy benne hagytuk, és egy
masikat, amelynél kizartuk a feldolgozasbo6l ugyanazt az adatot. A szoéraselemzés bebizonyitotta,
hogy ezt az adatot valéban ki kell zarni, mert kilog a mérések koziil, feltételezhetGen
miiszerkezelési hiba kovetkeztében keriilt az eredmények kézé. Az eljaras hasonlé ahhoz, amikor a
rendellenes adatot kizarjuk a kiértékelésbdl (angolul outlier rejection).

A rendellenességet jelzd cellakat piros szin jelzi az els6 valtozaton; a helyesbitett valtozaton
ugyanazok a a cellak zold szinfiek.

Tekintsiik el6szor a mérési adatokat! Vajon mi jelzi, hogy valami nincs rendben? A 170 cm-es
eredmény els6 kovetkezménye kilenc sorral lejjebb lathat6. Az ébreszti fel a gyantnkat, hogy ennek
a mérési sorozatnak szokatlanul nagy a szorasa. Az atlagokon nem vesziink észre semmit. A masik
két miiszerrel mért adatok szorasnégyzete viszont kiugréan eltér ettol.

sorszam mér6rud mérGszalc ultrahangos tavolsagmérd  EgytényezGs varianciaanalizis

1 18 177 183 OSSZESITES
2 179 179 183 Csoportokdarabszdr Osszeq ~ Atlag  Variancia
3 170 179 183 mérdrid 10 1809 1809 21,4333
4 181 184 177 mérdszal; 10 1805  180,5 9,16667
5 177 176 178 ultrahang 10 1808  180,8 5,28889
6 186 183 183
7 183 178 179
8 184 183 180 VARIANCIAANALIZIS
9 184 184 180 Tényezék  SS df MS F p-érték  Fkrit.
10 183 182 182 Csoportol 0,86667 2 0,43333 0,03622 0,96447 3,35413
atlag 180,9 1805  180,8 Csoportol 323 27 11,963
sz0rasnégyzet 21,4333 9,16667 5,28389
sz0ras (egyszerli) = 4,62961 3,02765 2,29976 2,18174 Osszesen 323,867 29
Osszatlag 180,733 0,27778 0,54444 0,04444 0,43333
sBA2 12,4231 F-préba  0,03488 SS->MS  0,43334 within classes

between classes  szabdségi fok 29-3 (29-1 adat és 3-1 oszlop) SS->MS 11,963 323,667 az A18-h18-tdl eltérések négyzetdsszeg

Megtekintve a varianciaanalizis tablazatat, az SS, az MS (mean square) értéke gyanura ad okot, és
az F-proba is rosszabb a kritikus értéknél. Az els6 sorban a csoportokon beliili, az alatta levd sorban
a véletlen altal okozott (a csoportokon kiviili) négyzetes eltérést latjuk, legalul az 6sszes négyzetes



eltérést. A széraselemzés azon alapul, hogy a négyzetes eltérések teljes tsszegét két részre bontjuk,
ez Osszege annak, amelyet a kezelések okoznak, valamint annak, amely a kezelések
kovetkezményeként nem magyardzhaté meg. Ez utobbi a véletlen szorédas, szokas hibanak is
nevezni. Angolul a négyzetes eltérések neve ugyanilyen sorrendben: total, between és error (mas
elnevezéssel: between classes és within classes). Képlettel: SST=SSB+SSE. A fenti tablazatban a
szorasfelbontds numerikusan a kovetkezd: 323,867=0,8667+323. A szérasnégyzet tehat csaknem
egészen a hibabdl szarmazik, és nem a kezelésekbdl. Nosza, hagyjuk ki a szamunkra gyants adatot,
és ismételjiik meg a szamitast:

sorszam mérérud mérdszal: ultrahangos tavolsagmérd  Egytényezds varianciaanalizis

1 182 177 183 OSSZESITES
2 179 179 183 Csoportok)arabszdn Osszeg ~ Atlag  Variancia
3 179 183 mérdrad 9 1639 182,111 7,61111
4 181 184 177 mérdszal: 10 1805  180,5 9,16667
5 177 176 178 ultrahang 10 1808  180,8 5,28889
6 186 183 183
7 183 178 179
8 184 183 180 VARIANCIAANALIZIS
9 184 184 180 Tényezbk  SS df MS F pérték Fhkiit.
10 183 182 182 Csoportol 13,7008 2 6,85038 0,93257 0,40631 3,36902
atlag 182,111 1805  180,8 Csoportor 190,989 26 7,34573
szorasnégyzet 7,61111 9,16667 5,28889
szoras (egyszeri) ~ 2,75882 3,02765 2,29976 2,18174 Osszesen 204,69 28
Osszatlag 181,103 9,13846 3,6415 0,92081 6,85038
sBA2 7,34573 F-proba  0,93257 SS->MS  6,85035 within classes

between classes  szabdsagi fok 29-3 (29-1 adat és 3-1 oszlop) SS->MS  7,34573 204,69 az A18-b18-tdl eltérések négyzetdsszeg

fme, helyreallt a rend! A hdrom miiszerrel mért szérasnégyzetek azonos nagysagrendbe keriiltek
(balrél a harmadik oszlop: 7,61111).

Kérdés, hogyan valaszthatjuk ki azt az adatot, amely az adatdsszesség halmazabol kiviil esének
(outlier) tekinthet6. Erre tébb mddszer is 1étezik. Javasolhaté példaul a mediant6l legtavolabbi
(gyanusan kicsi, vagy gyantisan nagy) adatot kritikailag megvizsgalni.

Példaul a fenti munkalap esetén ezt érdemes kiprébalni:

=ABS(MEDIAN(C5:E14)-MIN(C5:E14))= 12 > =ABS(MEDIAN(C5:E14)-MAX(C5:E14))=4
tehat a tablazat legkisebb eleme tavolabb esik a k6zepétdl, mint a legnagyobb eleme. Ha t6roljiik a
gyanusnak vélt adatot (a 170 cm-t), sokkal kiegyenlitettebb adathalmazhoz jutunk:

=ABS(MEDIAN(C5:E14)-MIN(C5:E14))= 6 > =ABS(MEDIAN(C5:E14)-MAX(C5:E14))=4
Most, hogy mar ismerjiik a dolog fontossagat, tekintsiik at a feladat végrehajtasanak menetét!

Az EXCEL tablazatra val6 utalasainknal az adatokat a harom kezeléshez igazodva harom oszlopba
rendeztiik, mégpedig C5:C14 (mérérad) D5:D14 (mérdszalag) és E5:E14 (ultrahangos miiszer). A
harminc mérésbol egyet kizartunk, tehat 29 adatunk van. A csoportok szerinti szabadsagi fok k=3-1
A harom csoport nem tartalmaz azonos szamu adatot; az elsd szabadsagi foka 9-1, a tébbié 10-1

Az egész populacié szabadsagi foka (29-1)-(3-1)=26

A szamitas természetesen az atlagok és a szorasnégyzetek kiszamitasaval kezdédik:

C15, D15, E15 a kezelések atlaga =ATLAG(C5:C14), és igy a tobbi is.



C16, D16, E16 a kezelések szorasnégyzete =VAR(C5:C14), és igy a tobbi (ezek a korrigalt
empirikus szorasnégyzet értékeit tartalmazzak)

B18 cellaba keriil az egész populacié6 atlaga : =ATLAG(C5:E14)

A szoérasok alatti sorba helyeztiik el a csoportatlagokat: C18, D18, E18

Példaul C18 tartalma: =9*((C15-B18)?). Itt arr6l van szé, hogy az els6 kezelés (az els6 csoport)
atlaga kilenc alkalommal tér el az egész populacio atlagatol. Tekintettel arra, hogy a vizsgalataink a
variancidra iranyulnak, ezért nem az eltéréseket, hanem az eltérések négyzetét Osszegezziik. A
masik két csoport tiz adatot tartalmaz, példaul a D18 cella tartalma: =10*((D15-B18) ?)

Amikor ismerjiik valamennyi kezelés értékét, mar szamithat6é az MS (Mean Square) értéke; nalunk
az F18 cellaba keriil: =(C18+D18+E18)/2
C19-ben van a szérasnégyzetek atlaga =(C16*(9-1)+D16*(10-1)+E16*(10-1))/26

Az angol kifejezések magyar megfelel6i esetiinkben:
(MSB between csoportok kdzotti része a szorasnégyzetnek) ->SS osztva a szabadsagi fokkal
(MSE error csoportokon beliili része a szérasnégyzetnek) ->SS osztva a szabadsagi fokkal
* SS (Sum of Sqares) csoportok kozott: C18+D18+E18=9,1385+3,6415+0,9208=13,7008, a
szabadsagi fokkal osztva MS=13,7008/2=6,8504 — ezt okozza az, hogy a csoportok atlaga,
vagy szorasa kiilonbozik
* SS (Sum of Squares) csoportokon beliil a kovetkezéképpen szamithatd. A kezelések
szorasnégyzetét megszorozzuk a hozza tartozé szabadsagi fokkal
«  =(C16*(9-1)+D16*(10-1)+E16*(10-1))=7,611*8+9,166*9+5,288*9= 190,989, a szabadsagi
fokkal osztva MS= (7,611*%8+9,166*9+5,288*9)/26=7,3457 - ezt okozza az, hogy a
csoportokon beliil is van szorodas, amely nem magyarazhaté meg azzal, hogy valamely adat
valamelyik csoporthoz tartozik.
* SS (sum of Sqares) Total = a kétféle szamitas osszege: 13,708+190,989=204,69
* Az MS értékeit 6sszeadni nincs értelme, mert eltér6 szabadsagi fokra vonatkoznak.

Ha az F-prébat kivanjuk alkalmazni, akkor a szérasnégyzetek hanyadosat kell kiszamitanunk. Ez az
F19 cellaban van nalunk: =F18/C19 = 6,8504/7,3457=0,93257

Az adott szabadsagi fokok altal meghatarozott F-préba kritikus értéke 3,369 > 0,93257 — ez azt
jelenti, hogy adott valészinliségi szinten a csoportok (kezelések) levalaszthatoak egymastdl; mas
szoval: nem szarmaznak azonos populaciobol.

A szamlalé (6,8504) szabadsagi foka 2, a nevezd (7,3457) szabadsagi foka 26 — ehhez a tablazatban
95% valbsziniiségi szintre talaljuk a 3,369 értéket. 95% valoszinlisége van tehat, hogy helyesen
dontottiink, és 5% valoszinlisége van annak, hogy tévedtiink.

A tablazat tobb helyen is megtalalhat6, példaul a NIST szerverén, de ki is szamithato:
=F.INVERZ.JOBB(0,05;2;26)=3,369016359

A példa, amelyet ismertetiink, annak figyelembe vételével késziilt, hogy méréstechnikai gyakorlattal
nem rendelkezd els6éves hallgatok igen bizonytalan mérési eredményeket produkalnak. A
tapasztalatnak megfelelGen itt is csak egyszeres szérasnak (kiterjesztési tényez6: 1) megfelel
eltérések esetén feltételezhetjiik, hogy adataink azonos eloszlasbol szarmaznak. Ez excel (és a
legtobb mads szoftver) haromszoros kiterjesztési tényezovel; sokkal szigoribb kovetelmények
elfogadasat kéri szamon (95%-0s egyezést). Onmagunk szdméra sokkal engedékenyebb értékeket is
elfogadhatunk, de csak a szamitasi gyakorlatok kedvéért. Példaul egy engedékenyebb kritikus érték:
=F.INVERZ.JOBB(0,4;2;26)=0,949355 gyongébb szignifikancia szintet rendel a eredményeinkhez.

Megjegyzés. Az F-proba értékeinek tablazata — amely val6jaban az F eloszlas értékeit tartalmazza —
csak 1 és végtelen kozé eso értékeket tartalmaz, az EXCEL viszont 1-nél kisebb eredményt szamolt


https://www.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda3673.htm

ki nekiink. Valgjaban ilyenkor a szérasnégyzetek hanyadosanak reciprok értékével kellene
szamolnunk. Példankban eltértiink ett6l, mert ezuttal nem mindegy, hogy a szorodast a csoporton
beliili, vagy a csoportok kozotti szords okozza-e.

Jelen célkitlizésiink megvizsgalni, hogy a kezelésnek van-e befolydsa az eredményre. Két
sz€ls6séges eset fordulhat el6. Az egyik: ha az adatok eloszlasat nem befolyasolja, hogy melyik
csoportba tartoznak; azaz a két eloszlas teljesen megegyezik. Az eltérésiiket kifejezd szoras ekkor
tart a nullahoz, a csoporton beliili szoras viszont nem. Ez ut6bbit a nullaval elosztva végtelent
kapunk; az F-proba végtelen. A masik: ha az adatok szorodasat csakis az okozza, hogy melyik
kezelésbOl szarmaznak, akkor ez lényegesen nagyobb, mint a csoporton beliili véletlenbdl szarmazo
szorodas. A hanyadosuk az el6z6nek ellentéte.

Jelolje a csoportok kozotti szorasnégyzetet az MSB (between), a csoporton beliili szérasnégyzetet
az MSE (error). Az els6 esetben MSB<MSE és MSE/MSB - végtelen.

A masodik esetben MSB > MSE és MSB/MSE - végtelen. Az F-préba értéke ilyenkor nulla és
végtelen kozé esik.

Egészen eltérd esetet jelent, ha olyan populacidkat (eloszlasokat) hasonlitunk &ssze, amelyek kozt
az eltérést mem az okozza, hogy tudjuk: melyik kezelésbdl szarmaznak. Ilyenkor, ha az
osszehasonlitott adatok szérdsa azonos, akkor az F-proba tart az 1-hez. Forditva: ha az adatok
szérasa egyre inkdbb eltéré, akkor az F-proba tart a végtelenhez. Ertékkészlete ilyenkor az 1 és a
végtelen kozé esik.

Kvartilis abra
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Az abran a kereszt (%) az atlagot jeloli, a vizszintes vonal a mediant, a bekeretezett négyszog a
kvartiliseket, az abra végén a vonalkak a terjedelem széls6 értékeit (box and whisker plot). Ilyen
adatokat csak meglehetdsen alacsony valdsziniiségi szinten tudunk azonos populaciobol szarmazo
eredményeknek tekinteni.

Megoldas keresése a SCILAB programban

A hallgat6i mérés és az adatok kiértékelése altalaban két kiilonb6z6 id6pontban torténik. Ezért
megnézziik annak a lehetGségét, hogy hogyan lehet kiils6 forrasbdl szarmazod adatokat beolvasni.
Erre sokféle lehet6ség kinalkozik. Most azt a valtozatot nézziik meg, amelynél a szamértékeket
tabulatorral elvalasztott fajlbdl olvassuk be.

Nem foglalkozunk a kétféle megoldassal; mindjart azt az esetet nézziik at, amelynél a kiviilallo
adatot mar eltavolitottuk. Ennek kovetkezménye, hogy az oszlopok (vagy sorok) egyenl6tlen
méretliek. Jelen esetben az elsd oszlopbdl egy adatot tordltiink. Ennek az adatnak a helyén egy
figyelmeztetés jelenik meg: Nan (Not a number) a szamérték helyén. Természetesen ezt a
problémat is tudjuk kezelni, mindjart latjuk, hogyan. A beolvasando6 tablazat a kovetkezd:



182 177 183
179 179 183
181 179 183
177 184 177
186 176 178
183 183 183
184 178 179
184 183 180
183 184 180

182 182

Az els6 oszlopban tehat egy hianyzo értékkel kell szamolnunk (missing value). Olvassuk hat be az
adatainkat!

// Kijel6li a munkakonyvtarat

chdir ('E:\oktatas\scilab\Tmpdir");

filename = fullfile( 'hos_F.txt');

//Beolvasas (a tabulator a 9-es karakter, ez most a mezdelvalaszto)
rr= csvRead(filename, ascii(9));

IT =

182. 177. 183.
179. 179. 183.
181. 179. 183.
177. 184. 177.
186. 176. 178.
183. 183. 183.
184. 178. 179.
184. 183. 180.
183. 184. 180.
Nan 182. 182.
Sajnos, a program észrevette a hianyzo értéket. A teljes tablazat oszlopai és sorainak a szamara azért
sziikségiink lehet:
nr = size(rr, ")
nc = size(rr, "c")
Nem kell tudnunk, melyik oszlop tartalmaz hianyzé értéket. Olvassuk be mindegyiket, majd
alakitsuk at olyan vektorra, amely mar csak numerikus értékeket tartalmaz (t= treatment):
t0 = rr(:,1)
t1= thrownan(t0)
t0 = 1r(:,2)
t2= thrownan(t0)
t0 = 1r(:,3)
t3= thrownan(t0)



Megjegyezziik, hogy létezik ezt megkeriill6 megoldas is. Az atlag és a szoras példaul igy is
kiszamithato (lasd: Data with missing values):

m1= nanmean(t0)

s1 = nanstdev(t0)

Ezt most csak példa, az alabbiakban a numerikussa valtoztatott vektorokkal dolgozunk.

Nézziik meg a vektorok hosszat!

nl=size(tl,"r") =9

n2=size(t2,"r") = 10

n3=size(t3,"r") = 10

Az atlagok:

mean(tl) = 182,111

mean(t2) = 180,5

mean(t3) = 180,8

A szorasok:

stdev(tl) = 2,7588242

stdev(t2) = 3,0276504

stdev(t3) = 2,2997584

vagy mindjart a szorasnégyzet:

variance(tl) = 7,6111111

variance(t2) = 9,1666667

variance(t3) = 5,2888889

Az adatdsszesség atlaga:

mO= nanmean(rr) = 181,10345

mv1=n1*((m0-m1)A2) =9,1384595

mv2= n2*((m0-m2)A2) = 3,6414982

mv3= n2*((m0-m3)"2) = 0,9208086

A szabadsagi fok az egész populaciéra (az dsszes adat az els§ zardjelben, a csoportok szama a
masodik zarojelben, a SCILAB nem igényli a zarojeleket, ez itt csak a megértés kedveéért szerpel):
df = (n1+n2+n3-1) — (nc-1) = 26

Mean sqare (csoportok kozott)

MSB = (mv1l+mv2+mv3)/2 = 6,8503831

Mean sqare (csoportok nélkiil, angolul erre az error sz6 hasznalatos)

MSE = ((n1-1)*v1 +(n2-1)*v2+(n3-1)*v3)/df = 7.3457265

Most mar szamithat6 az egyszeres osztalyozasra az F-prdoba értéke:

F =MSB /MSE = 0,9325671

esteleg (mert nem egyforma az adatok darabszdma; unequal)

f=ftuneq(t1, t2, t3) = 0.9325671

[f p]=ftuneq(t1, t2, t3)

p = 0.4063111 - hat, ez bizony elég gyenge szignifikancia szint. Komolyabb munkahoz meg
kellene ismételni a méréseket.

Néhany megjegyzés az adatok eloszlasarol

Ha valaki kivancsi r4, tobbféle lehet6ség is adodik az eloszlasok tulajdonsagainak megtekintésére.
Nézziik, hogyan lehet a gyakorisagok eloszlasat 6sszehasonlitani a normaleloszlaséval!

Az egyik ilyen lehet6ség a hisztogram. Ehhez elGszor is sziikségilink van az atlag és a szodras
értékére. Kivalasztjuk az adathalmazbol a numerikus értékeket:  rO= thrownan(rr)

a szoras adatait: sO=nanstdev(rr)

az elemek szamat: n0= size(r0,"r")

rendezziik az adatokat (atlag, széras, és egytdl az utolséig az 6sszes elemet valasztjuk:
data=distfun_normrnd(m0,s0,[1 n0]);

létrehozzuk a hisztogramhoz sziikséges informaciokat: ~ h=distfun_histocreate("data",data);



létrehozzuk a vizszintes tengelyt (az atlag koriil plusz-minusz 10 értéket vesziink, ebbe belefér

valamennyi mért adatunk):
x=linspace(m0-10,m0+10);

a fliggbleges tengely létrehozasa a hisztogram szamdara:  y=distfun_histopdf(x,h);

Es mar rajzolunk is (vonalvastagsag és vonalracsozat):

plot(x,y, Linewidth',3);xgrid(0, 1, 7)

A normaleloszlas szamara szintén létrehozunk ordinata értékeket (ugyanazokhoz az x értékekhez,
ugyanazzal az atlaggal és szorassal:

és azt is kirajzoljuk (r= red, tehat piros szinnel):

Ha becsuktuk a grafikus
képet, készithetiink még egy
normalitasvizsgalati abrat is
(r0 tartalmazza mind a
huszonkilenc mért értéket):

normplot(r0) ,xgrid(0, 1, 7)
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relativ gyakorisag
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ynorm=distfun_normpdf(x,m0,s0);
plot(x,ynorm,'r','LineWidth',3)

Hosszmérés hisztogramja
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